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岩石损伤统计强度理论研究 

A study on damage statistical strength theory for rock 
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摘  要：本文从岩石微元强度服从 Weibull 分布的角度出发，建立了模拟岩石破裂全过程的损伤本构模型。在此基础上，根据岩
石屈服或破坏的概念，重点探讨了利用多元函数求极值的方法建立岩石强度理论的途径，初步建立了一种新的岩石强度理论即岩

石损伤统计强度理论及其建立方法，与实测结果及其它岩石强度理论比较表明，具有明显的优越性。 
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Abstract: Based on that the strength of rock micro-unit obeys the Weibull random distribution, this paper presents a damage constitutive 

model reflecting the full process of rock failure. Then, the approach of establishing rock strength theory using the method by which the 

extremum is obtained for pluralistic function is discussed according to the concept of yielding or failure of rock and a rock damage 

statistical strength theory. A way to establish strength theory of rock have been founded elementarily. It is of obvious superiority compared 

with practical results and other theories. 
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0  前    言 
岩石强度理论一直是岩石力学研究的基本内容，

也是岩体结构工程设计的关键，尤其是岩体结构工程

非线性数值分析与研究的关键之一。目前，应用于岩

土工程设计与研究的强度理论比较多 [1]，如

Mohr-Coulomb准则、Drucker-Prager准则和 Mises准
则等。这些破坏准则都存在许多缺陷和不足，而且其

应用范围也具有一定的局限性，尤其是与工程实测结

果存在较大差距，使岩土工程设计的安全性与经济性

得不到可靠的保证，迫切需要建立能反映岩石破坏本

质特点的强度理论，这正是本文研究的核心内容。 
目前，岩石强度理论大都是基于岩石抗剪强度的

概念建立起来的，换句话来讲就是岩石中存在的最大

剪应力超过抗剪强度即认为破坏，它无法准确反映岩

石中复杂应力状态对强度的影响，如中间主应力、拉

应力、体积应力、最小主应力水平等对岩石强度的影

响。虽然，目前也存在一些强度理论考虑了其中某些

因素的影响，但与实际结果比较表明仍存在较大差距，

其问题的关键在于没有搞清楚岩石破坏的全过程。如

果能有效地模拟岩石破坏的全过程，即建立岩石破坏

全过程的应力与应变关系模型，这时只要能找到岩石

破坏点（即峰值点），岩石的破坏准则就可以很容易地

建立起来。 

Krajcinovic D [2]、唐春安[3]、李晓[4]和徐卫亚[5]等

从岩石材料内部所含缺陷分布的随机性出发，利用岩

石微元强度服从正态或 Weibull 分布的特点，建立了
模拟岩石破裂全过程的损伤本构关系。曹文贵[6,7]在此

基础上引进新的岩石微元强度的表示方法，利用微元

强度服从 Weibull 分布的特点及统计损伤理论，建立
了反映岩软化和破裂全过程的岩石损伤软化统计本构

模型，并依据岩石三轴试验曲线的特点和 Weibull 分
布参数对该模型的影响规律，对该模型进行合理修正，

使该模型能较好地反映工程实际，这为本文的研究奠

定了坚实的基础。本文将在此基础上，根据岩石破坏

的概念，重点探讨利用多元函数求极值的方法建立岩

石强度理论的途径，从而建立一种新的岩石强度理论。 

1  岩石破裂全过程模拟的损伤软化统
计本构模型 
曹文贵[8]基于 Drucker-Prager 岩石破坏准则表示

的岩石微元强度，利用岩石微元强度服从 Weibull 分
布的特点，建立了反映岩石破裂全过程的损伤软化统

计本构模型： 
)()1( 3211 σσµεσ ++−= DE  ，    （1a） 
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)()1( 3122 σσµεσ ++−= DE  ，    （1b） 
)()1( 2133 σσµεσ ++−= DE  ，    （1c） 

式中  σi与 εi为名义应力与应变；E 与 µ 为岩石的弹
性模量与泊松比；D为岩石损伤变量或损伤因子，可
以表示为 

])/(exp[1 m
0

* FFD −−=  ，        （2） 
其中：F0与 m为 Weibull分布参数；F*为岩石微元强

度，可以表示为 
2/1*

2
*
1

* )(JIF +=α  ，          （3） 
其中：α为 Drucker-Prager破坏准则参数，即为与黏聚
力 C和内摩擦角φ有关的参数[9]；I1

*为应力张量的第

一不变量；J2
*为应力偏量的第二不变量，分别表示为 

*
3

*
2

*
1

*
1 σσσ ++=I  ，            （4） 

6/])()()[( 2*
3

*
1

2*
3

*
2

2*
2

*
1

*
2 σσσσσσ −+−+−=J ，（5） 

σi
*为名义应力 σi对应的有效应力，利用损伤的定义

[3~8] 
)1/(i

* Di −=σσ  ，             （6） 
以及虎克定律和应变等价性假设[10]可以将式（3）用
名义应力与应变表示为 

)](/[)( 3211
2/1

21
* σσµσεα +−+= EJIF  ，  （7） 

式中 

3211 σσσ ++=I  ，            （8） 
6/])()()[( 2

31
2

32
2

212 σσσσσσ −+−+−=J  。（9） 
F0与 m为Weibull分布参数，它们反映了岩石的力学
性质。利用文献[8]的方法，基于文献[11]的试验资料
可得： 

3

3

3891.096644.1
01417.11

σ
σ

+
+

=m   ，        （10） 

)74961.8ln(56674.110 30 += σF  ，   （11） 

式中  σ3为假三轴试验围压（MPa）。上述就是文献[8]
建立的岩石损伤软化统计本构模型，该模型具有如下

特点：①充分反映了岩石破裂的全过程，尤其是岩石

的软化特征；②充分反映了岩石强度受应力状态的影

响，围压增大，岩石强度也随着增大，这显然是与实

际吻合的；③该模型较现有相关研究结果具有较明显

的优越性，计算结果可以较好地反映工程实际，这为

岩石损伤强度理论的建立奠定了坚实基础。 

2  岩石损伤统计强度理论的建立 
所谓岩石或材料的强度理论，就是指在破坏时材

料内部各应力分量之间的关系。通过前面所述方法，

已经建立起复杂应力状态下反映岩石受压破裂全过程

的本构模型，即岩石破裂全过程的应力与应变关系，

这为岩石损伤统计强度理论的建立奠定了坚实的基

础。由于岩石破裂全过程应力应变曲线的极值性，因

此，可以确定建立岩石损伤统计强度理论的基本思路

就是利用上述模型寻找最大主应力或最大剪应力的极

值（即岩石抗压和抗剪强度）点，从而找到此时对应

的岩石或材料内部各应力分量之间的关系。具体做法

是利用式（1）分别进行全微分得到下式： 

3
3

1
2

2

1
1

1

1
1 dddd ε

ε
σε

ε
σε

ε
σσ

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=  ， （12） 

然后，对 σ1求极值，即令 
0/ 11 =∂∂ εσ  ，             （13） 

由此即可建立起新的岩石损伤统计强度理论，具体推

导过程简述如下。 
式（7）表示的岩石微元强度是用 ε1 表示的，如

果用 ε2或 ε3表示，也可将岩石微元强度表示为不同的

如下形式： 
)](/[)( 3211

2/1
21

*
ε

*
1

σσµσεα +−+== EJIFF ，（14a） 

)](/[)( 3122
2/1

21
*
ε

*
2

σσµσεα +−+== EJIFF ，（14b） 

)](/[)( 2133
2/1

21
*
ε

*
3

σσµσεα +−+== EJIFF 。（14c） 

同样，式（4）与（5）也可表示为如下不同形式：  
)](/[1)( 32111

*
1

*
1 σσµσεε +−== EIII  ，   （15a） 

)](/[2)( 31221
*
1

*
1 σσµσεε +−== EIII  ，   （15b） 

)](/[3)( 21331
*
1

*
1 σσµσεε +−== EIII  ，   （15c） 

)](/[1)()( 3211
2/1

2
*
2

2/1*
2 σσµσεε +−== EJJJ ，（16a） 

)](/[2)()( 3122
2/1

2
*
2

2/1*
2 σσµσεε +−== EJJJ ，（16b） 

)](/[3)()( 2133
2/1

2
*
2

2/1*
2 σσµσεε +−== EJJJ 。（16c） 

分别对式（1）求微分可得 

32043
*

211 ddddddd
1

σµσµεσ ε +++++= FHmHFHH

（17a） 

31043
*

222 ddddddd
2

σµσµεσ ε +++++= FHmHFHH

（17b） 

21043
*

233 ddddddd
3

σµσµεσ ε +++++= FHmHFHH

（17c） 
式中： 
             12 εHKLH −=  ，            （18a） 
             22 εHKLK −=   ，           （18b） 
             32 εHKLL −=   ，            （18c） 
             13 εHKNH −=   ，            （19a） 
             23 εHKNK −=  ，             （19b） 
             32 εHKNL −=   ，            （19c） 
             14 εHKPH −=   ，            （20a） 

24 εHKPK −=  ，              （20b） 

33 εHKPL −=  ，              （20c） 
])/(exp[ m

0
* FFEH −=  ，       （21a） 

m
0

* )/( FFK =  ，              （21b） 
              */ FmL =  ，               （21c） 
            )/ln( 0

* FFN =  ，             （21d） 
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          0/ Fmp =  。                   （21e） 
分别对式（15）和（16）求微分可得 

3142131121111
*
1 dddd)(d σσσεε IIIII +++=  ，   （22a） 

3242231222212
*
1 dddd)(d σσσεε IIIII +++=  ，  （22b） 

3342331321313
*
1 dddd)(d σσσεε IIIII +++=  ，  （22c） 

3142131121111
*
2 dddd)(d σσσεε JJJJJ +++= ，  （23a） 

3242231222212
*
2 dddd)(d σσσεε JJJJJ +++= ， （23b） 

3342331323313
*
2 dddd)(d σσσεε JJJJJ +++= ，  （23c） 

式中： 
   )](/[ 321111 σσµσ +−= EII  ，      （24a） 

        )](/[ 312121 σσµσ +−= EII  ，      （24b） 
         )](/[ 213131 σσµσ +−= EII  ，      （24c） 
  2

32113212 )](/[))(1( σσµσεσσµ +−++−= EI ，（25a） 
   2

3122222 )](/[)1( σσµσεσµ +−+= EI  ，   （25b） 
     2

2133332 )](/[)1( σσµσεσµ +−+= EI  ，  （25c） 
     2

3211113 )](/[)1( σσµσεσµ +−+= EI  ，  （26a） 
  2

31223123 )](/[))(1( σσµσεσσµ +−++−= EI ，（26b） 
      2

2133333 )](/[)1( σσµσεσµ +−+= EI  ， （26c） 
     2

3211114 )](/[)1( σσµσεσµ +−+= EI  ，  （27a） 
    2

3122224 )](/[)1( σσµσεσµ +−+= EI  ，  （27b） 
  2

21332134 )](/[))(1( σσµσεσσµ +−++−= EI ，（27c） 
        )](/[ 321

2/1
211 σσµσ +−= EJJ  ，     （28a） 

       )](/[ 312
2/1

221 σσµσ +−= EJJ  ，     （28b） 
   )](/[ 213

2/1
231 σσµσ +−= EJJ  ，   （28c） 

12/1
2

2
321

2321321
12 )]([6

6)]()[2( ε
σσµσ

σσµσσσσ E
J

JJ
+−

−+−−−
= ， 

(29a) 

22/1
2

2
312

2312321
22 )]([6

6)]()[2( ε
σσµσ

µσσµσσσσ E
J

JJ
+−

++−−−
= ，

(29b) 

32/1
2

2
213

2213321
32 )]([6

6)]()[2( ε
σσµσ

µσσµσσσσ E
J

JJ
+−

++−−−
= ，

(29c) 

12/1
2

2
321

2321312
13 )]([6

6)]()[2( ε
σσµσ

µσσµσσσσ E
J

JJ
+−

++−−−
= ，

(30a) 

22/1
2

2
312

2312312
23 )]([6

6)]()[2( ε
σσµσ

σσµσσσσ E
J

JJ
+−

−+−−−
= ，

(30b) 

32/1
2

2
213

2213312
33 )]([6

6)]()[2( ε
σσµσ

µσσµσσσσ E
J

JJ
+−

++−−−
= ，

(30c) 

12/1
2

2
321

2321213
14 )]([6

6)]()[2( ε
σσµσ

µσσµσσσσ E
J

JJ
+−

++−−−
= ，

(31a) 

22/1
2

2
312

2312213
24 )]([6

6)]()[2( ε
σσµσ

µσσµσσσσ E
J

JJ
+−

++−−−
= ，(31b) 

32/1
2

2
213

2213213
34 )]([6

6)]()[2( ε
σσµσ

σσµσσσσ E
J

JJ
+−

−+−−−
= 。(31c) 

分别对式（10）及（11）求微分可得 

33dd σmm =   ，              (32) 

3030 dd σFF =   。             (33) 
分别对式（14）求微分可得 

3i42i31i2ii1
* ddddd σσσεε FFFFF i +++=  ， (34) 

其中： 
)4~1,3~1( ==+= kiJIF ikikik α  。   (35) 

将式（32）～（34）代入式（17），并经整理可得 
0dddd 14332211 =+++ εσσσ AAAA  ，  (36a) 
0dddd 24332211 =+++ εσσσ BBBB  ，  (36b) 
0dddd 34332211 =+++ εσσσ CCCC  ，  (36c) 

式中： 
12121 −= HFA  ，           (37a) 
µ+= 2221 FKB  ，          (37b) 
µ+= 3221 FLC  ，          (37c) 

1322 FHA += µ  ，          (38a) 
12322 −= FKB  ，          (38b) 
µ+= 3322 FLC  ，          (38c) 

µ+++= 034331423 FHmHFHA  ，  (39a) 
µ+++= 034332423 FKmKFKB  ，  (39b) 

1034333423 −++= FLmLFLC  ，    (39c) 

1124 FHHA +=  ，           (40a) 

2124 FKHB +=  ，           (40b) 

3124 FLHC +=  。            (40c) 
联立式（36a）～（36c）求解可得 1dσ ，再将其与式
（12）进行比较得到 1 1σ ε∂ ∂ ，最后，将其代入式（13）
可得 

0)(

21

232324 =
−

−
MM

BCCBBA  ，         (41) 

    ))(( 232321211 BCCBABBAM −−=  ，    (42) 
))(( 232321212 ABBABCCBM −−=  。    (43) 

可以证明，B2及（B3C2－C3B2）都不可能为 0，考虑
到篇幅所限，这里不给出详细证明，因此： 

04 =A  ，                (44) 
即 

0112 =+ FHH  。            (45) 
将式（24a）及（28a）代入式（35），再将式（21a）
及（35）代入式（45）可得 

0
)(

)()/()/(

)/(exp[)/(exp[

321

2/1
21*

0
*

0
*

10
*

=
+−

+
⋅

−−−

σσµσ
α

ε

EJIFmFF

FFEFFE

m

mm

 ， (46) 
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即： 

0
)(

)/()/(1
321

2/1
21*

0
*

1 =
+−

+
−

σσµσ
αε JIFmFFE m  。 (47) 

将式（14a）代入式（47）式可得 
0)/(1 0

* =− mFF  ，             (48) 
所以 

mmFF /1
0

* −=  。               (49) 
将式（49）代入式（14a）可得 

11 2 3
1 01 2

1 2

( ) mE F m
I J

σ µ σ σε
α

−− +
=

+
 。     (50) 

将式（49）代入式（2），再将式（2）和（50）代入式
（1a），并经整理可得 

1 2 1
1 2 0 exp( 1 )mI J F m mα −+ = −  。    (51) 

上式就是本文基于损伤统计理论建立的岩石损伤统计

强度准则。由此可以看出，它与 Drucker-Prager 准则
具有极为相似的形式。Drucker-Prager强度准则是本文
建立的岩石损伤统计强度准则的一种特殊情况，因此，

可以看出本文提出的岩石损伤强度准则具有更为普遍

的意义。 

3  计算实例与讨论 
利用文献[11]的资料，经过数据处理可得该岩石

弹模E＝ 90.0 MPa，泊松比µ = 0.15，内摩擦角ϕ  = 
31.3039°，黏聚力C＝ 54.89 MPa。就本文提出的岩
石损伤统计强度准则与 Mohr-Coulomb 准则 [1]、

Drucker-Prager准则[9]进行了比较分析，比较分析结果

见图 1。值得注意的是：图中结果是在假定 2 3σ σ= 的

条件下得到的，与试验条件一致。由此可以看出，本

文模型存在如下特点：①本文准则与 Drucker-Prager
准则都考虑了体积应力 0σ （ 0 1 3Iσ = ）对岩石强度

的影响，后者是前者的一种特殊情况。但是，后者计

算结果较前者明显趋于保守，这是因为 Drucker-Prager
准则是用以判别材料是否屈服，屈服时并没有达到最

大强度，而本文准则是指最大强度，而非屈服的概念，

后者与试验结果相差较远，本文结果与试验结果吻合；

②在围压 3σ 较小时，本文准则和Mohr-Coulomb准则
与试验结果都吻合良好，但是随着 3σ 的增加，本文准
则与 Mohr-Coulomb 准则相差越来越大，而且，
Mohr-Coulomb 准则得到的强度明显大于本文得到的
结果，主要原因是由于 Mohr-Coulomb 准则是直线型
式，不能反映岩石强度莫尔包络线的曲线特点，而本

文准则却能反映该特点，说明本文准则更能反映实际；

③本文准则不仅同时反映了体积应力 0σ 、剪应力
1 2
2J

和中间主应力 2σ 对岩石强度的影响，还反映了最小主
应力 3σ 对岩石强度的影响。 

图 1 岩石强度曲线比较 

Fig. 1 Comparison between various strength curves of rock 

4  结    论 
（1）本文从岩石损伤的概念出发，从研究岩石破

裂全过程模拟方法入手，建立了一种新的岩石强度理

论即岩石损伤统计强度理论，这必将对岩石力学的发

展产生深远的影响。 
（2）本文提出的岩石损伤强度理论与试验结果及

其它强度理论相比，具有较明显的优越性。它不仅同

时反映了体积应力 0σ 、剪应力
1 2
2J 和中间主应力 2σ

对岩石强度的影响，还反映了最小主应力 3σ 对岩石强
度的影响，深化了人们对岩石强度的认识。 
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